Sur les fonctions de deux variables f(x,y)

Soit f(x,y) une fonction de deux variables.
-Dérivées partielles premiéres :

af  of

oz’ Oy
-Dérivées partielles secondes :

Pf 0 f O*f 0 f
ox?’  0y?’ 0Ox0y  Oyox

-Matrice Hessienne :
La matrice Hessienne d’une fonction f(x,y) est la matrice des dérivées partielles
secondes :

’r  2f

_ Oz2 oxd
Hy =1 ‘of
Oydxr  Oy?

-Recherche des Extrema sur f(z,y)
Soit f(z,y) une fonction de deux variables définie et dérivable. Pour trouver ses
extremums, on suit les étapes suivantes :

1. Calcul des dérivées partielles premieres :

8f_0 af

R

Ces équations permettent de déterminer les points critiques (o, o).

2. Calcul des dérivées partielles secondes :

_82f _82f B o*f
fzx - @7 fyy - aiyga fmy - aTay

3. Calcul du discriminant D = det(H) :
D= fzxfyy - (fxy)2

-Si D >0 et fu >0, alors (xg,y0) est un minimum local.
-8 D >0 et for <0, alors (z9,Y0) est un maximum local.
- Si D <0, alors (xg,y0) est un point selle.

- 51 D =0, le test est indéterminé.

D<0 , Point selle  D>0, max ou min
0

!

D=0,Indéterminé
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Exemple 1

Soit la fonction :
fla,y) =a® +y° = 3ay

Etape 1 : Calcul des dérivées premiéres

of 4 2 of 50
g = 3x° — 3y, 3y =3y° — 3z

En résolvant 3z® — 3y = 0 et 3y*> — 3z = 0, on trouve les points critiques :

(17 1); (_17 _1)
FEtape 2 : Calcul des dérivées secondes

Jee =67, fy, =6y, fo,=-3
Etape 3 : Calcul du discriminant

— Pour (0,0), D =det(H(0,0)) = —9 donc c’est un point selle.
1

(0,0) et

— Pour (1,1), Ddet(H(1,1)) =36 —9 =27 >0 et f,,, =6 > 0 donc minimum

local.

Exemple 2

Cas ou le test de la Hessienne est indéterminé
Considérons la fonction suivante :

flzy) =2+

Calcul des dérivées
Dérivées premiéres :

of _
or

of

423, =L =443
x? ay y

En résolvant 423 = 0 et 4y = 0, on trouve un unique point critique :
(0,0)
Dérivées secondes :

fmz = 123727 fyy = 12y27 fa:y =0
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Matrice Hessienne

1222 0
Hy = l 0 12y21

Calcul du discriminant

D = foafyy — (fay)? = (1222)(12%) — (0)% = 14422y?

Interprétation

- Pour (0,0), on a D = 144(0)(0) = 0. - Le test est donc indéterminé.

Pour conclure, on doit analyser f(x,y) directement. On remarque que f(x,y) =
zt+y* > 0 et que f(0,0) =0, donc (0,0) est un **minimum global**, mais ce résultat
ne pouvait pas étre déduit uniquement du test de la Hessienne.

Comparaison avec d’autres points
Nous calculons les valeurs de f(x,y) en quelques points proches de (0,0) :

f(Lo)y=1"+0"=1
f0,1)=0"+1*=1
fL,)=1"+1*=2

f(=1,0)=(-1)*+0* =1

Dans chaque cas, nous avons f(x,y) > 0 et f(0,0) = 0, donc f(z,y) > f(0,0)
pour (z,y) # (0,0).

Conclusion

La fonction f(x,y) = z* + y* est toujours positive ou nulle. Comme f(0,0) est le
plus petit des valeurs obtenues, (0,0) est un minimum global.

Surface en forme de selle, illustrant bien un point selle au point (0,0) de la fonc-
tion f(z,y) = 2 — 4
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Exercices sur séries de Fourier et
extremas de f(x,y)

Exercice 1 sur les séries de Fourier

Soit f(x) une fonction périodique de période 2w définie par :

fx) =

0 st —m<x<0,
r s10<z<m.

1. Calculer les coefficients de Fourier ag, a, et b, de la fonction f(z).

2. Ecrire la série de Fourier de f(x).

1
(2n—1)2"

3. En déduire la valeur de la somme

Exercice 2 sur les séries de Fourier

Soit f(x) une fonction périodique de période 2w définie par :
-1 s —mw<z<0,
flx) = .
1 si0<x<m.

1. Calculer les coefficients de Fourier ag, a, et b, de la fonction f(z).

2. Ecrire la série de Fourier de f(x).

1

3. En déduire la valeur de la somme 207 | 5.

Exercice 1 sur les extrema de f(x,v)

Soit f(x,y) = 2> + y* — 3zy.
1. Trouver les points critiques de f(z,y).

2. Déterminer la nature de ces points critiques (minimum local, mazimum local,
point selle).

Exercice2 sur les extrema de f(x,v)

Soit f(x,y) = 2* +y* + xvy — 3z — 4dy.
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1. Trouver les points critiques de f(x,y).

2. Déterminer la nature de ces points critiques (minimum local, maximum local,
point selle).
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